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ABSTRAK

Hepatitis B merupaka penyakit menular yang disebabkan oleh virus (HBV). Virus ini merupakan salah satu
tipe dari banyak virus yang menycrang hati. Penclitian ini bertujuan membahas model matematika penyakit hepatitis b
denagn pengaruh transmisi vertikal. Dari hasil analisis diperolch dua titik kesctimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik. Selanjutnya dilakukan analisis perilaku selesaiannya dengan menggunakan nilai eigen dan
sifat kestabilan di titik kesetimbangan. hasilnya diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit mempunyai dua sifat
kestabialn yaitu saddle point dan stabil. Titik kesetimbangan bebas penyakit akan stabil jika R, < 1, apabila Ry > 1
maka titik kesetimbangan tidak stabil (saddle point) dan scbaliknya titik kesetimbangan endemik positif akan bersifat
stabil. Pada analisis numerik dilakukan dengan memvariasikan nilai-nilai parameter dan menggunakan pendekatan
Runge-Kutta orde empat.

Kata Kunci : Model SIR, Penyakit Hepatitis B, Nilai Ry, Titik Kesetimbangan, Sifat Kestabilan

ABSTRACT

Hepatitis B is an infectious disease caused by a virus (HBV). This virus is one type of many viruses that attack
the liver. This study aims to discuss the mathematical model of hepatitis B disease with the effect of vertical
transmission. From the results of the analysis obtained two discase-free balance points and endemic balance points,
Furthcrmore, an analysis of the behavior of the solution is carried out using the cigenvalucs and the propertics of
stability at the equilibrium point, the result is that the discase-free equilibrium point has two stability properties,
namely saddle point and stable. The disease-free equilibrium point will be stable if Ro < 1. if Ro > | then the
equilibrium point is unstable (saddle point) and conversely the positive endemic equilibrium point will be stable. The
numerical analysis was carricd out by varying the parameter values and using the fourth-order Runge-Kutta approach.

Keywords :SIR Model. Hepatitis B Discase. Ro value, Equilibrium Point, Stability Properti
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1. Pendabuluan

Hepatitis berarti peradangan atau pembengkakan
liver atou hati. Hepatitis adalah penyakit berbahayn
karena menyerang hati, yang merupakan organ penting
dengan ratusan fungsi. Penyakit hepatitis merupakan
masalah kesehatan masyarmkat di dunia termasuk di
indonesia, yang terdiri dari hepatitis A, B, C, D dan E.
Hepatitis A dan E sering muncul sebagai kejadian luar
biasa, ditulerkan secars fecal oral dan  biasanya
berhubungan dengan perilaku hidup bersih dan schat,
bersifat akut dan dapat sembuh dengan baik.
Sedangkan hepatitis B, C dan D (jarang) ditularkan
sccara  paremteral,  dapat menjadi  kronis  dan
menimbulkan cirvhosics dan lalu kanker hati. Virus
hepatitis B telah menginfeksi sejumlah 2 miliyar orang
di dumia, sekitar 240 juta orang diantaranya menjadi
pengidap hepatitis B kronik (Kemenkes 2016).

Salah satu jenis hepatitis yvang banyak di temui di
dunia adalah jenis hepatitis B. Hepatitis B adalah
infeksi serius pada hati yang dischabkan oleh virus
hepatitis B (HBV). Sepertign penduduk  dunia
diperkirakan telah terinveksi oleh HBY dan sckitar 400
juta orang merupakan pengidap kronik hepatitis B,
sedangkan prevalens: di Indonesia dilaporkan berkisar
antara 3-17% (Lopa ct al. 2008).Virus hepatitis B
diperkirakan telah menginfeksi lebih dani 2 milyar
orang vang hidup saal ini selama kehidupan mereka.
Tujuh pulub lima persen dari semua pembawa kronis
hidup di Asia dan Pesisir Pasifik Barat (Kumar 2012).

Pola wransmisi hepatitis B bervariasi menurut
prevalensi karier. Pada dacrah endemis seperti Asia
Tenggara, metode transmisi vang paling  umum
ditemukan  adalah tronsmisi dari ibu ke bayi. Pada
daerah endemis ini, transmisi ibu ke bayi mencapai 23-
0% dengan risiko infeksi mencapai 60% selama
kehidupan( Aslam et al. 2018)

Ecjadian transmisi perinatal mencapai 70-90%
pada ibu dengan HbsAg positif dan HBcAg positf
tanpa adanya imunoprofilaksis. Transmisi ini terjadi
melalui  proses  kelahimn,  yaitu  ketika  terjadi
mikrotransfusi ataw terdapat kontak antara darah by
dan mukosa bayl sast kontraksi, Korioamnionitis,
ancaman persalinan pretermdan  penggunaan  alat
bantu persalinan  juga dapat meningkatkan nsiko
transmisi hepatitis B. Scmentara i, transmisi
transplasenta jarang terjadi dan diperkirakan hanya
berkisar 5-15% dari seluruh kehamilan dengan hepatitis
B. HepatitisB ¢ antigen (HbeAg) merupakan struktur
virus hepatitis B satu-satunya yang dapat menembus
sywnr dorah plasenta karena memiliki berst molekul
yang kecil. Olch karcna terdapat reaksi silang terhadap
anticen ¢ dan anticen ¢ dalam peneenalan antipen.

maka transfer HbeAg melalui plasents akan menyebabkan
imunotoleransi fetusterhadap  Hepatitis B core Amtigent
(HbcAg). Hal inilsh yang dapmt menyebabkaon infeksi
hepatitis B kronik setelah kelahiran (Mustika dan Hasanah
2018).

Penelitan  tctang model  epidemik  penvebaran
penyakit hepatitis B telah banyak dilakukan diantaranya
Model dinamik transmisi penyakit hepatitis B tanpa
kekebalan oleh (Rumarivanti dkk, 2017), Kontrol optimal
vaksinasi penycbaran wvirus hepatiis B menggunakan
prinsip minimum pontryvagin oleh (Hidayati, 2015), Model
matematika infeksi virus hepatitis B dengan adsorpsi oleh
(Risfana, 2017), Analisis kestabilan pada model transmisi
virus hepatitis B vang dipengaruhi oleh migrasi oleh
(Zainal dkk., 2015), Dinamika transmisi dan optimal
control penyvebaran hepatitis akut dan kronis oleh (Khan
dkk, 2017).

Penelition tetang model  epidemik  penyebaran
penyakit hepatitis B telah banyak dilakukan diantaranya
Model dinamik transmisi penyakit hepatitis B tanpa
kekebalan oleh (Rumariyant dkk, 2017), Kontrol optimal
vaksinasi penycbaran virus hepatitis B menggunakan
prinsip minimum pontryvagin oleh {Hidayati, 2015), Model
matematika infeksi virus hepatitis B dengan adsorpsi oleh
(Risfana, 2017), Analisis kestabilan pada model transmisi
virus hepatitis B yang dipengaruhi oleh migrasi oleh
(Zainal dkk.. 2013), Dinamiks transmisi dan optimal
control penyebaran hepatitis akut dan kronis oleh (Khan
dkk, 2017).

Berdasarkan  pada  beberapa  kepan model
cpidemik yang telah dilakukan terscbut, penulis tertarik
untuk mengkaji “Model Matematika Penyakit Hepatitis B
Dengan Pengaruh Transmisi Vertikal™,

2, Metode

Penclitian ini dilakukan dengan menggunakan
metode penelitian kepustakaan atau studi literatur.

3. Hasll dan Pembahasan

Asumsi

Laju kelahiran diasumsikan sebagai o dimana ox
terlahir schat di kelompok S, sedangkan ay terlahir
dikelompok | dimana telah terinfeksi penyakit hepatitis B,
Terjadi interaksi antara kelompok 5 dan kelompok |
dengan laju ff. Setiap kelompok manusia berkurang karena
kematian secara alami dengan laju g dan untuk kelompok |
dapat berkurang karena kematian akibat penyakit hepatitis
B dengan laju o, Terdapat peluang seorang vang terinfeksi
hepatitis B untuk mengalami kesembuban dengan laju o,
Variabel dan parameter yang di gunakan dalam penelitian
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imi adalah sebagni berikut:

L. 5(1) : indivudu vang schal atau rentan terinfeksi
penyakit pada wakiu i

I(t) : individu yang terinfeksi penyakit hepatitis B
padn waktu 1

(2]

3. Rity; individu yang sembuh pada waktu t

4.  a:laju kelahiran

3 f : lmju legadinya internksi dengan individu
infected

6. lau kesembuhan

T.  ax: bayi yang lahir dalam keadaan sehat

8. ay : bayi vang lahir dalum keadaan terinfeks:

penyakit hepatitis B
9. o laju kematian akibat telah terinfeksi penyakin
10, g laju kematian alami

Dengan demikian model matematika penyebaran
penvakit  hepantis B dengan  pengaruh  transmisi
verktikal tipe SIR dapat diramuskan sebagmi berikut:
§=ﬂ—,ﬁ!.§r—p.5'+ax

2 = BSI +ayl -l —al —wl
dRt

E=mf—_ﬁﬂ

4.1 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan bebas penyakil adalah suat
titik kesetimbangan dimana tidak terjudi penyebaran
penyakit pada populasi atau [ = 0. Titk kesetimbangan
bebas penyvakit dapal  dinyatakan dalam  bentuk
E{(5,1,R,) dengan mensubtiusikan 1 = 0 pada
persamaan (4. 1) diperoleh:

=G5l =—pS+ax=10
=50 —uS +ax =10
a—uS+ax=10
ax+a
H
Jadh, titik kesetimbangan behas penyvakit adalah:

E{(Si. 1. R,) = E}(==.0.0)

4.2 Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesctimbangan endemik merupakan titik
kesctimbangan saat penyvakit menyebar dalam populas
atau saat kelas terinfeksi tidak nol (f = 0). ntk
kesetimbangan endemik penyakit dapat dimyatakan
dalam bentuk E;($,, [, Ry). dengan bantuan soffware
Maple 13 dengan scnpt selengkapnya dapat dilihat
pada Lampiran |, maka titik kesetimbangan endemik
yang diperoleh adalah:

5‘=—a‘y+p| +w+tao
A |
[, = Bax ¥ yay + af — " — piw — po
2 Bl—ay +p+ w+a)
w(fax + pay + aff — pu* — jw — pa)
B=ay+pu+w+aly

RI=

4. Simulasi
Penyakii

Numerik Titik Kesetimbangan Bebas

Simulasi poda  keadsan  bebas  penyakit
menggunakan syaral awal untuk populasi 5(0) = 50, I{0) =
2, Ry = 2, don parameter-parameter yang digunakan
dapat dilihat pada tabel 4.2 berikut:

Parameter | Definisi MNital
a Laju kelahiran individu | 0.07
ax Bayi  yang  terlahir | 001
dalam keadaan schat
Bayi yang  terlahir | 002

ay dalam keadaan
terinficksi penyakil
hepatitis B

g lgju tenadinya  kontak | 00031
dengan individu
infections

a Laju  kematian akibat | 0.02
terinfeksi penvakit
hepatitis b

i Laju kematian alami 0.09

b Laju kesembuhan 0.01

Didapatkan titik kesctimbangan, nilai cigen, Ay dan sifat
kestabilan seperti pada tabel 4.3 berikut.

Titik Kesetimbangan Nilai R Sifat
Eigen Kestabila
(1 1 n
A==
Ef(S. 1 Ry) = 00900 | Ry, = | Stabil
Ej(==.00) A= | 0.778
(0,8889,0,0) 0.0900 | 1
Ady=-
0.0972
Berdasarkan nilsi awal dan  parameter-pammeter  yang

terdapat pada tabel 4.2 dan model penyebaran penyakit
hepatitis B diperoleh  grafik  laju  perubahan  titik
kesetimbangan bebas penyakit pada gambar 4.2 berikut:
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Gambar 4, | Laju Perubahan Titik Kesetimbangan

bebas penvakit Ry < 1

Berdasarkan gambar 4.2 menunjukkan bahwa

grafik laju perubahan pada titik

"11
E{ (8.0 Ry) =| =-0.0700 | R, Saddle
E{(==.00) | A& = 1.121{ ponit
~(0.8889,0,0) | = —0.0700

Ay = 0.B914

Berdasarkan milai awal dan parameter-parameter
pada tabel 4.4 dari model penyebaran penvakit hepatitis B
diperoleh grafik laju perubahan titk kesctimbangan bebas
penyvakil pada gambar 4.4 berikut:

kesctimbangan bebas penvakit dengan kasus /g < 1,
Dapat dilihat pada gambar bahwa populasi susceptible
mengalami penurunan dan jumlah populasi infected
serta recovered mengelami penurunan menwju titik
kesctimbangannya.

Kasus § = 085

Simulasi pada keadaon bebus penyakit menggunakon
syarat awal untuk individu S(0) = 50,/{0) = 5 dan
f(0) = 2, dan parameter-posrameter yvang digunakan

dapat dilihat pada wbel 4.4 berikut:

Didapatkan tutik kesetimbangan, nilai eigen, Ky dan

sifat kestabilan scperti pada tabel 4.5 berikut:

Tink Milai eigen Ra Sifat
Kesetimbanga Kestabi
n lan

. PR EmaE
I Eomn wd it
e |
- < —— &,
{
-
i'l
i
.
|
-
¥ = e
L . e # N |
wmTA R

Gambar 4. 2 Grafik Laju Perubahan Titik Kesetimbangan
Bebas Penyakit Rg = 1

Padn gambar 44 terlihat bahwa populasi
susceptible mengalami penurunan bergerak menuju titik
kesetimbangan. Pada populasi infected akan mengalami

Parameter Definisi Nilai ; :
= T ieiabioan individa | 007 peningkatan pada bulan pertama, kemudian  populasi
— T g T o0 infected akan mengalami penurunan dikarenakan adanya

P km;laEn ikt : kematian alami maupun kematian akibat penyakit dan juga

T e 1000 adanya individe vang terinfeksi mengalami kesembuhan.

duI:ﬂ yang kmdn m| Pada populasi recovered meningkat pada bulan pertama
ay 1 _ﬂT ek _:;:r: dikarenakan adanva individu terinfeksi dan  populasi

th:tin:.H P infected yang mengalami kesembuban alami, kemudian

- — populasi recovered mengalami penurunan disehabkan laju

A ::iuwat:rj:rdmyn inl;?:::‘t 043 kematian alami.

infeciious 4.3 Simulasi Numerik Titik Kesetimbangan
a Leju kematian skibat | 0.02 Endemik

'“‘i“rﬂ_“i penyakit Simulasi pada keadaan endemik menggunakan

hepatitish ; syarat awal untuk individu 5(0) = 70,/(0) =5 dan
i Laju kematian alami 0.07 R(0) = 4, dan parameter-parameler yang digunakan sama
& Laju kescmbuhan 001 dengan tabel 4.4 kecuali fi:

Didapatkan titik kesctimbangan, nilai cigen dan sifw
kestabilan seperti pada tabel 4.6 berikut:

Berdasarkan milai awal dan parameter-parameter pada tabel
4.4 dengan f = .85 diperoleh grafik laju perubahan titik
kesetimbangan endemik pada gambar 4.6 di bawah ini:
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Gambar 4. 3 Grafik Laju Perubahan Titik
Kesetimbangan Endemik

Pada gambar 4.6 terschut terlihat  bahwa
populasi  susceptible awalnya mengalami  penrunan
bergerak menuju titik  kesetimbangan endemik. Hal
inipun terjadi pada populasi imfected  vaitn  akan
mengalami  penurunan hingga mencapai  titik
kestabiannyva dikarenokan adanva kematian alami
maupun kematian akibat penyakit dan juga individu
yvang terinfeksi menglami kesembuban. Pada populasi
recovered akan meningkat pada bulan pertama dan
selanjuinya  mengalami  penurunan  menuju itk
kesetimbangan endemik.

Selanjutnya kestabilan antara ketiga kelompok
populasi pada titik kesetimbangan endemik dapat
dilihat pada gambar 4.7 berikut:

-
"

i
i
.

. }t‘-‘— _._'_'I_';'_TFF-._-:_*'
(] =1
Gambar 4. 4 Grafik 3 Dimensi Titik Kesetimbangan
Endemik

Pada gambar 4.7 dapat dilihat goans dengan
tittkk awala (70 5 4 ) skan menuju ke titik
kesctimbangan cndemik B3 (5. 0.8;) =
(0.0941 [ T64706, 0.91 76470588, 0.1310924370) yang
ditandai dengan lingkaran merah dan berdasarkan nila
cigen yang diperoleh pada tabel 4.6, nnk
kesetimbangan endemik memiliki periaku stabil.

5. Penutup
5.1 Kesimpulan

Berdusarkan hasil pembahasan  maka  dapat
disimpuilkan bahwa:

I. Model matematika penyakit hepatitis B dengan
pengarub transmisi vertikal diperoleh:
s

E-n‘—#SI—uS+u.t

£ = @51 + pal —pl — ol —wl

dR =
;— wl — pR

2. Terdapat dua titik kesctimbangan dari model
matematika penyakit hepatitis B dengan pengaruh
transmisi viertikal yaitu:

a.  Titik kesetimbangan bebas penyakit
E; (5, 1y, Ry) = E{{"I;".[I-.l]}

b. Titik kesetimbangan endemik

EEISI'I?*REJ =
EZ.{—w_kﬂr-H.n.Hd' ! faruny+afi—p }—Hhﬁ—ﬂd

a H—mp+p+a+a)
Wlﬁ'ﬂi"ﬂﬂﬂ“ﬂ'ﬂ"ﬂx‘ﬂw-ﬁfl}
Bi—iry s+ p+a+a) g

3. Titik kesctimbangan bebas penyakit Ej akan stabil
jika memenuhi syarat Ry < 1, serta tidak stabil
(saddle poinf) apabila B, = 1, sedangkan titik
kesetimbangan endemik £y akan bersifit stabal.
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