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ABSTRAK  

Rabies adalah infeksi virus akut yang menyerang sistem saraf pusat dan umumnya diderita oleh hewan 

berdarah panas dan manusia serta dapat menular. Virus rabies ditularkan kepada manusia melalui gigitan hewan 

penular rabies seperti anjing, kucing, dan kera. Tujuan dari penelitian ini adalah menentukkan model SEIAR 

penyebaran penyakit rabies pada manusia dan perilaku selesaiannya. Pembentukkan model diawali dengan 

membuat diagram alur penyebaran penyakit rabies pada manusia dengan model SEIAR. Hasilnya diperoleh dua 

titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Analisis 

kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit menggunakan linearisasi disekitar titik kesetimbangan. Hasilnya, 

titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik jika bilangan reproduksi dasar kurang dari satu, artinya 

penyakit akan menghilang setelah jangka waktu tertentu. Simulasi numerik model untuk penyakit rabies yang 

dilakukan sejalan dengan analisis perilaku model. 

Kata Kunci: Rabies, Model SEIAR, Kestabilan Titik Kesetimbangan,  Bilangan Reproduksi Dasar 

ABSTRACT 

Rabies is an acute viral infection that attacks the central nervous system and generally affects warm-

blood animals and human and can be contagious. Rabies virus is transmitted to humans through the bite of rabid 

animals such as dogs, cats, and monkeys. The purpose of this research is to determine SEIAR model of the spread 

rabies disease at the human and its expiry behavior. Construction of the model starts by making flow chart of the 

spread of rabies at the human using SEIAR model. The results are obtained two equilibrium points, namely 

disease-free equilibrium points and endemic equilibrium points. Analysis of the stability of the disease-free 

equilibrium point is using linearization around the equilibrium point. As a result, the asymptotic stable disease-

free equilibrium point if the base reproduction number is less than one and it means that the disease will disappear 

after a certain period of time. Numerical simulation models for rabies disease are carried out in line with the 

analysis of model behavior.  

Keywords: Rabies, SEIAR Model, Stability of Equilibrium Points,  Basic Reproduction Number 

 

1. Pendahuluan 

Rabies adalah infeksi virus akut yang menyerang 

sistem saraf pusat dan umumnya diderita oleh hewan 

berdarah panas dan manusia serta dapat menular. 

Virus rabies ditularkan kepada manusia melalui 

gigitan hewan penular rabies seperti anjing, kucing, 

dan kera. Rabies telah menyebar ke hampir semua 

benua kecuali Antartika, dan lebih dari 150 negara 

telah terinfeksi penyakit tersebut. Setiap tahun, lebih 

dari 55.000 orang meninggal karena rabies, dan lebih 

dari 15 juta orang di seluruh dunia menerima 

pengobatan vaksin rabies preventif untuk mencegah 

perkembangan penyakit ini. Hingga 40% orang yang 

digigit rabies adalah anak-anak di bawah 15 tahun [1].  

 Solusi untuk mencegah dan memberantas rabies 

pada manusia telah banyak dikembangkan dan 

dipelajari dari perspektif kesehatan. Salah satu disiplin 

ilmu yang dapat membantu mengatasi permasalahan 

tersebut adalah matematika. Pemodelan matematika 

dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah 

penyebaran rabies pada manusia dengan 
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menggunakan asumsi-asumsi tertentu yang dapat 

diselesaikan baik secara analitik maupun numerik.  

Model matematika penyebaran penyakit rabies 

telah banyak diteliti sebelumnya pada jurnal dan studi. 

Rumlawang dan Nanlohy [2] menganalisa kestabilan 

model penyebaran penyakit rabies dengan 

menggunakan model SI. Fitri [3] membuat model 

matematika (linier) populasi anjing rabies dengan 

vaksinasi dengan menggunakan model SR. Chen, dkk 

[4] memodelkan penyebaran geografis rabies di Cina 

dengan menggunakan model SEIV. Zainurrifah [5] 

menganalisis model matematika penyebaran penyakit 

rabies pada anjing dengan vaksinasi dengan 

menggunakan model SEIR.  

Model matematika yang juga dapat digunakan 

dalam penyebaran penyakit rabies pada manusia 

adalah model SEIAR.  Model SEIAR 

menggambarkan bahwa individu yang rentan 

terserang penyakit menjadi individu yang terpapar ke 

dalam masa inkubasi, kemudian individu terinfeksi 

penyakit, dan terdapat periode infeksi asimtomatik 

dimana individu yang terinfeksi tidak menunjukkan 

gejala,  dan individu sembuh serta kebal terhadap 

penyakit.  

Pada bagian kedua akan dibahas mengenai 

metode yang diterapkan dalam menyelesaikan 

penelitian. Pada bagian ketiga akan dibahas mengenai 

hasil penelitian yang dilakukan berdasarkan prosedur 

yang ada pada bagian dua. Pada bagian keempat 

membahas tentang kesimpulan yang berisi tentang 

uraian singkat tentang hasil penelitian dan saran untuk 

penelitian selanjutnya.  

 

2. Metode 

Prosedur yang dilakukan dalam penelitian ini 

adalah membuat beberapa asumsi, kemudian 

membuat model SEIAR penyebaran penyakit rabies 

pada manusia. Dari model yang telah dibuat dicari 

titik kesetimbangannya, kemudian dianalisis 

kestabilan titik kesetimbangannya. Dicari 𝑅0 dengan 

menggunakan metode The Next Generation Matrix 

[6]. Serta dilakukan analisis 𝑅0 terhadap parameter-

parameter yang memepengaruhi.  

3. Hasil dan Pembahasan 

3.1    Model Matematika 

Asumsi pembentukan model matematika dari 

penyebaran penyakit rabies pada manusia dapat 

disusun sebagai berikut:  

1. Setiap individu yang baru lahir dianggap tidak 

memiliki kekebalan. 

2. Terdapat masa inkubasi (periode laten) pada 

proses penularan penyakit rabies. 

3. Individu yang berada dalam periode laten tidak 

dapat menularkan penyakit. 

4. Manusia dan anjing yang rentan dapat terinfeksi 

jika berinteraksi dengan anjing terinfeksi. 

5. Manusia rentan dapat terinfeksi oleh anjing 

terinfeksi tetapi tidak dapat terinfeksi oleh 

manusia lain yang telah terinfeksi. 

6. Terdapat individu terinfeksi namun tidak 

menunjukkan gejala dan dapat menularkan 

penyakit. 

7. Manusia dan anjing yang terpapar dapat 

disembuhkan apabila segera ditangani dengan 

vaksinasi. 

8. Manusia dan anjing yang telah terinfeksi akan 

selalu fatal. 

 Berdasarkan asumsi untuk model SEIAR 

penyebaran penyakit rabies pada manusia diperoleh 

model sebagai berikut: 

 

𝑑𝑆𝑑

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜆𝑑𝑅𝑑 − 𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑)

− 𝜇𝑑𝑆𝑑  

𝑑𝐸𝑑

𝑑𝑡
= 𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − (𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 

+𝜇𝑑)𝐸𝑑  

𝑑𝐼𝑑
𝑑𝑡

= 𝛿𝑑𝐸𝑑 − 𝜇𝑑𝐼𝑑 

𝑑𝐴𝑑

𝑑𝑡
= 𝛾𝑑𝐸𝑑 − 𝜇𝑑𝐴𝑑 

𝑑𝑅𝑑

𝑑𝑡
= 𝑘𝑑𝐸𝑑 − (𝜇𝑑+𝜆𝑑)𝑅𝑑 

𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝜆ℎ𝑅ℎ − 𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑)

− 𝜇ℎ𝑆ℎ 

𝑑𝐸ℎ

𝑑𝑡
= 𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − (𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ 

+𝜇ℎ)𝐸ℎ  

𝑑𝐼ℎ
𝑑𝑡

= 𝛿ℎ𝐸ℎ − 𝜇ℎ𝐼ℎ 

𝑑𝐴ℎ

𝑑𝑡
= 𝛾ℎ𝐸ℎ − 𝜇ℎ𝐴ℎ 

𝑑𝑅ℎ

𝑑𝑡
= 𝑘ℎ𝐸ℎ − (𝜇ℎ+𝜆ℎ)𝑅ℎ 

 

 

(1) 
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dengan: 

𝑆𝑑(𝑡): Jumlah anjing yang rentan pada waktu ke-t 

𝐸𝑑(𝑡): Jumlah anjing yang terpapar pada waktu ke-t 

𝐼𝑑(𝑡): Jumlah anjing yang terinfeksi pada waktu ke-t 

𝐴𝑑(𝑡): Jumlah anjing tanpa gejala pada waktu ke-t 

𝑅𝑑(𝑡): Jumlah  anjing yang sembuh pada waktu ke-t 

𝑆ℎ(𝑡): Jumlah manusia yang rentan pada waktu ke-t 

𝐸ℎ(𝑡): Jumlah manusia yang terpapar pada waktu ke-t 

𝐼ℎ(𝑡): Jumlah manusia yang terinfeksi pada waktu ke-t 

𝐴ℎ(𝑡): Jumlah manusia tanpa gejala pada waktu ke-t 

𝑅ℎ(𝑡): Jumlah  manusia yang sembuh pada waktu ke-t 

𝐴: Laju kelahiran pada anjing 

𝜆𝑑: Laju kehilangan kekebalan vaksinasi pada anjing 

𝜇𝑑: Laju kematian pada anjing 

𝛽𝑑𝑑: Laju penularan penyakit dari anjing ke anjing 

𝛿𝑑: Laju transfer dari individu laten menjadi individu 

terinfeksi pada anjing 
𝛾𝑑: Laju transfer dari individu laten menjadi individu 

terinfeksi tanpa gejala  pada anjing 

𝑘𝑑: Laju kesembuhan pada anjing 
𝐵: Laju kelahiran pada manusia 

𝜆ℎ: Laju kehilangan kekebalan vaksinasi pada anjing 
𝜇ℎ: Laju kematian pada manusia 

𝛽𝑑ℎ: Laju penularan penyakit dari anjing ke manusia 

𝛿ℎ: Laju transfer dari individu laten menjadi individu 

terinfeksi pada manusia 

𝛾ℎ: Laju transfer dari individu laten menjadi individu 

terinfeksi tanpa gejala  pada manusia 

𝑘ℎ: Laju kesembuhan pada manusia 

3.2   Analisis 
Model SEIAR penyebaran penyakit rabies pada 

manusia berupa sistem persamaan diferensial 

nonlinear. Sistem (1) memiliki dua titik 

kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas 

penyakit dan titik kesetimbangan endemik. Titik 

kesetimbangan diperoleh  dengan menetapkan 

persamaan-persamaan pada sistem menjadi konstan 

terhadap waktu [7]. 

Titik kesetimbangan bebas penyakit dapat 

diperoleh dengan menyatakan ruas kiri dari Sistem 

(1) bernilai nol, kemudian disubtitusikan 𝐸𝑑 = 𝐼𝑑 =

𝐴𝑑 = 𝐸ℎ = 𝐼ℎ = 𝐴ℎ = 0, sehingga akan  diperoleh 

titik  𝐸1 = (𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝐴𝑑 , 𝑅𝑑 , 𝑆ℎ , 𝐸ℎ , 𝐼ℎ , 𝐴ℎ , 𝑅ℎ), telah 

diketahui pada titik kesetimbangan bebas penyakit 

bahwa 𝐸𝑑 = 𝐼𝑑 = 𝐴𝑑 = 𝐸ℎ = 𝐼ℎ = 𝐴ℎ = 0, maka 

selanjutnya akan dicari nilai dari 𝑆𝑑 , 𝑅𝑑 , 𝑆ℎ , 𝑅ℎ. 

𝐴 − 𝜆𝑑𝑅𝑑 − 𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − 𝜇𝑑𝑆𝑑 = 0 (2) 

𝑘𝑑𝐸𝑑 − (𝜇𝑑+𝜆𝑑)𝑅𝑑 = 0 (3) 

𝐵 − 𝜆ℎ𝑅ℎ − 𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − 𝜇ℎ𝑆ℎ = 0 (4) 

𝑘ℎ𝐸ℎ − (𝜇ℎ+𝜆ℎ)𝑅ℎ = 0 (5) 

Dengan menyelesaikan (2), (3), (4), dan (5), 

sehingga didapatkan: 

𝑆𝑑 =
𝐴

𝜇𝑑
 (6) 

𝑅𝑑 = 0 (7) 

𝑆ℎ =
𝐵

𝜇ℎ
 (8) 

𝑅ℎ = 0 (9) 

Sehingaa diperoleh titik kesetimbangan bebas 

penyakit 

𝐸1 = (
𝐴

𝜇𝑑
, 0,0,0,0,

𝐵

𝜇ℎ
, 0,0,0,0)  

Titik kesetimbangan endemik adalah titik 

kesetimbangan saat kelas terinfeksi tidak nol atau saat 

penyakit menyebar dalam populasi. Endemik penyakit 

artinya di dalam populasi selalu terdapat individu 

yang terserang penyakit, sehingga 𝐸𝑑 > 0, 𝐼𝑑 >

0,𝐴𝑑 > 0,𝐸ℎ > 0, 𝐼ℎ > 0 dan 𝐴ℎ > 0. Untuk mencari 

titik kesetimbangan endemik dapat diperoleh dengan 

menyatakan ruas kiri dari Sistem (4.1) bernilai nol, 

sehingga akan  diperoleh titik  𝐸2 =

(𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑, 𝐴𝑑, 𝑅𝑑, 𝑆ℎ , 𝐸ℎ , 𝐼ℎ , 𝐴ℎ , 𝑅ℎ). 

𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − (𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑)𝐸𝑑 

= 0 
(10) 

𝛿𝑑𝐸𝑑 − 𝜇𝑑𝐼𝑑 = 0 (11) 

𝛾𝑑𝐸𝑑 − 𝜇𝑑𝐴𝑑 = 0 (12) 

𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − (𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ + 𝜇ℎ)𝐸ℎ 

= 0 
(13) 

𝛿ℎ𝐸ℎ − 𝜇ℎ𝐼ℎ = 0 (14) 

𝛾ℎ𝐸ℎ − 𝜇ℎ𝐴ℎ = 0 (15) 

Dengan menyelesaikan (2) − (5) dan (10) − (15), 

sehingga didapatkan: 

𝐸2 = (
𝜇𝑑(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑)

𝛽𝑑𝑑(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)
,
𝜇𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑)

(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)
,
𝛿𝑑𝐸𝑑

𝜇𝑑
, 

𝛾𝑑𝐸𝑑

𝜇𝑑
,

𝑘𝑑𝐸𝑑

(𝜇𝑑 + 𝜆𝑑)
,
𝐸ℎ𝜇𝑑(𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ + 𝜇ℎ)

𝛽𝑑ℎ𝐸𝑑(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)
 

𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ𝐸𝑑(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)

𝜇𝑑(𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ + 𝜇ℎ)
,
𝛿ℎ𝐸ℎ

𝜇ℎ
,
𝛾ℎ𝐸ℎ

𝜇ℎ
,

𝑘ℎ𝐸ℎ

(𝜇ℎ + 𝜆ℎ)
) 

Kompartemen terinfeksi adalah 

𝐸𝑑 , 𝐼𝑑, 𝐴𝑑, 𝐸ℎ , 𝐼ℎ , 𝐴ℎ. Matriks ℱ dan 𝒱 untuk Sistem 

(1) adalah sebagai berikut: 

ℱ =

[
 
 
 
 
 
𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑)

0
0

𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑)
0
0 ]
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𝒱 =

[
 
 
 
 
 
(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑)𝐸𝑑

−𝛿𝑑𝐸𝑑 + 𝜇𝑑𝐼𝑑
−𝛾𝑑𝐸𝑑 + 𝜇𝑑𝐴𝑑

(𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ + 𝜇ℎ)𝐸ℎ

−𝛿ℎ𝐸ℎ + 𝜇ℎ𝐼ℎ
−𝛾ℎ𝐸ℎ + 𝜇ℎ𝐴ℎ ]

 
 
 
 
 

 

Matriks ℱ dan 𝒱 masing-masing diturunkan terhadap 

𝐸𝑑 , 𝐼𝑑, 𝐴𝑑, 𝐸ℎ , 𝐼ℎ , 𝐴ℎ . Sehingga diperoleh matriks 𝐹 

dan 𝑉 sebagai berikut: 

𝐹 = 𝐷ℱ =

[
 
 
 
 
 
0 𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑 𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ 𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 

 

𝑉 = 𝐷𝒱 =

[
 
 
 
 
 

∅ 0 0 0 0 0
−𝛿𝑑 𝜇𝑑 0 0 0 0
−𝛾𝑑 0 𝜇𝑑 0 0 0
0 0 0 𝜑 0 0
0 0 0 −𝛿ℎ 𝜇ℎ 0
0 0 0 −𝛾ℎ 0 𝜇ℎ]

 
 
 
 
 

 

Subtitusi nilai titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸1 

pada 𝐹 diperoleh: 

𝐹 =

[
 
 
 
 
 
 
 0

𝛽𝑑𝑑𝐴

𝜇𝑑

𝛽𝑑𝑑𝐴

𝜇𝑑
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0
𝛽𝑑ℎ𝐵

𝜇ℎ

𝛽𝑑ℎ𝐵

𝜇ℎ
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

selanjutnya akan dicari 𝑉−1 dan diperoleh: 

𝑉−1  =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1

∅
0 0 0 0 0

𝛿𝑑

𝜇𝑑∅

1

𝜇𝑑
0 0 0 0

𝛾𝑑

𝜇𝑑∅
0

1

𝜇𝑑
0 0 0

0 0 0
1

𝜑
0 0

0 0 0
𝛿𝑑

𝜇ℎ𝜑

1

𝜇ℎ
0

0 0 0
𝛿𝑑

𝜇ℎ𝜑
0

1

𝜇ℎ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan: 

∅ = 𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑 

𝜑 = 𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ + 𝜇ℎ 

 

Selanjutnya didapatkan matriks 𝐾. Dimana 𝐾 =

𝐹𝑉−1, sehingga diperoleh  

𝐾 =

[
 
 
 
 
 
 
 

𝛽𝑑𝑑𝐴𝛿𝑑 + 𝛽𝑑𝑑𝐴𝛾𝑑

𝜇𝑑
2(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑)

𝛽𝑑𝑑𝐴

𝜇𝑑2

𝛽𝑑𝑑𝐴

𝜇𝑑2
0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

𝛽𝑑ℎ𝐵𝛿𝑑 + 𝛽𝑑ℎ𝐵𝛾𝑑

𝜇𝑑𝜇ℎ(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑)

𝛽𝑑ℎ𝐵

𝜇ℎ𝜇𝑑

𝛽𝑑ℎ𝐵

𝜇ℎ𝜇𝑑

0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan mencari nilai eigen  dari matriks 𝐾 [8], 

diperoleh bilangan reproduksi dasarnya adalah: 

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉−1) =
𝛽𝑑𝑑𝐴(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)

𝜇𝑑
2(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑)

 

      Selanjutnya akan dicari kestabilan titik 

kesetimbangan bebas penyakit dari Sistem (1) dengan 

mensubstitusi titik kesetimbangan bebas penyakit 

𝐸1 = (
𝐴

𝜇𝑑
, 0,0,0,0,

𝐵

𝜇ℎ
, 0,0,0,0) ke matriks jacobian 𝐽 

sehingga diperoleh: 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
−𝜇

𝑑
0 −𝜙𝐴 −𝜙𝐴 −𝜆𝑑 0 0 0 0 0

0 𝜃 𝜙𝐴 𝜙𝐴 0 0 0 0 0 0
0 𝛿𝑑 −𝜇𝑑 0 0 0 0 0 0 0

0 𝛾𝑑 0 −𝜇𝑑 0 0 0 0 0 0

0 𝑘𝑑 0 0 ∆ 0 0 0 0 0
0 0 −𝜋𝐵 −𝜋𝐵 0 −𝜇ℎ 0 0 0 −𝜆ℎ

0 0 𝜋𝐵 𝜋𝐵 0 0 𝜔 0 0 0
0 0 0 0 0 0 𝛿ℎ −𝜇ℎ 0 0

0 0 0 0 0 0 𝛾
ℎ

0 −𝜇
ℎ

0

0 0 0 0 0 0 𝑘ℎ 0 0 ∇ ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Dengan: 

𝜙 =
𝛽𝑑𝑑

𝜇𝑑
 

𝜋 =
𝛽𝑑ℎ

𝜇ℎ
 

𝜃 = −𝛿𝑑 − 𝛾𝑑 − 𝑘𝑑 − 𝜇𝑑 

𝜔 = −𝛿ℎ − 𝛾ℎ − 𝑘ℎ − 𝜇ℎ 

∆= −𝜇𝑑 − 𝜆𝑑 

∇= −𝜇ℎ − 𝜆ℎ 

Dengan bantuan Software Maple 13, diperoleh nilai 

eigen sebagai berikut: 

𝜆1 = 𝜇𝑑 − 𝜆ℎ 

𝜆2 = 𝜇𝑑 − 𝜆𝑑 

𝜆3 = −𝛿ℎ − 𝛾ℎ − 𝑘ℎ − 𝜇ℎ 

𝜆4 = 𝑃 + √𝑄 

𝜆5 = 𝑃 − √𝑄 

𝜆6 = −𝜇𝑑 

𝜆7 = −𝜇𝑑 

𝜆8 = −𝜇ℎ 

𝜆9 = −𝜇ℎ 
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𝜆10 = −𝜇ℎ 

dengan: 

𝑷 =
𝟏

𝟐𝝁𝟐
𝟐𝝁𝒅

𝟐 + 𝝁𝒅𝒌𝒅 + 𝝁𝒅𝜹𝒅 + 𝝁𝒅𝜸𝒅 

𝑄 = 𝜇𝑑
2𝑘𝑑

2 + 2𝜇𝑑
2𝑘𝑑𝛿𝑑 + 2𝜇𝑑

2𝑘𝑑𝛾𝑑 + 𝜇𝑑
2𝛿𝑑

2

+ 2𝜇𝑑
2𝛿𝑑𝛾𝑑 + 𝜇𝑑

2𝛾𝑑
2 + 4𝛿𝑑𝜇𝑑𝐴𝛽𝑑𝑑

+ 4𝛾𝑑𝜇𝑑𝐴𝛽𝑑𝑑  

Karena nilai-nilai parameter bernilai positif, maka 

nilai eigen yang pada titik kesetimbangan bebas 

penyakit 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0, 𝜆3 < 0, 𝜆6 < 0, 𝜆7 <

0, 𝜆8 < 0, 𝜆9 < 0    dan  𝜆10 < 0. Untuk 𝜆4 dan 𝜆5 

memiliki kemungkinan-kemungkinan yang muncul, 

yaitu: 

1. Jika 𝑄 = 0, 𝜆4 < 0 & 𝜆5 < 0   

2. Jika 𝑄 > 0 dan 0 < 𝑃 < √𝐶, menghasilkan 𝜆4 <

0 & 𝜆5 > 0. Dan Jika 𝑄 > 0 dan 0 < √𝐶 < 𝐴, 

menghasilkan nilai eigen 𝜆4 < 0 & 𝜆5 < 0.  

3. Jika 𝑄 < 0, 𝑅𝑒(𝜆4) < 0 & 𝑅𝑒(𝜆5) < 0. 

3.3   Simulasi Numerik dan Interpretasi 

Kemudian dilakukan simulasi numerik 

menggunakan Software Maple 13 dengan nilai awal 

diasumsikan sebagai berikut: 

𝐼𝑑 = 4 

𝐼ℎ = 2 

Dengan waktu akhir adalah 50 hari dengan nilai 

parameter terdapat pada Tabel 1. 

 

Tabel 1. Daftar nilai parameter 

Parameter 
Nilai 

𝑅0 < 1 𝑅0 > 1 𝑅0 = 1 

𝐴 2.739 2.739 10 

𝜆𝑑 0.002 0.002 0.002 

𝜇𝑑 0.273 0.273 1 

𝛽𝑑𝑑 0.1 1 1 

𝛿𝑑 0.017 0.017 0.1 

𝛾𝑑 0.017 0.017 0.1 

𝑘𝑑 0.333 0.333 0.8 

𝐵 27.392 27.397 27.397 

𝜆ℎ 0.002 0.002 0.002 

𝜇ℎ 0.365 0.365 0.365 

𝛽𝑑ℎ 0.01 0.01 0.01 

𝛿ℎ 0.017 0.017 0.017 

𝛾ℎ 0.017 0.017 0.017 

𝑘ℎ 0.333 0.333 0.333 

 

Berdasarkan nilai-nilai parameter pada Tabel 1 

diperoleh bilangan reproduksi dasar dari Sistem (1) 

adalah 𝑅0 = 0.3800275745. Hasil simulasinya 

adalah sebagai berikut: 

 

 

Gambar 1. Grafik Kompartemen Individu Anjing 

dan Manusia Terinfeksi Menuju Titik 

Kesetimbangan Bebas Penyakit Saat (𝑅0 < 1) 

Pada  Gambar 1 menunjukkan bahwa  

individu pada kompartemen anjing terinfeksi dan 

individu pada kompartemen manusia mengalami 

penurunan secara drastis menuju titik 0 dan stabil di 

titik tersebut.  Untuk kondisi R0 < 1 titik 

kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil 

asimtotik, ini berarti untuk jangka waktu yang lama 

populasi anjing maupun manusia yang terinfeksi akan 

semakin mengecil atau sistem akan lebih cepat 

terbebas dari penyakit. 

Selanjutnya akan dilakukan simulasi numerik 

titik kesetimbangan endemik untuk 𝑅0 > 1. Jika nilai 

parameter 𝛽𝑑𝑑 diperbesar menjadi  1, sehingga 

diperoleh bilangan reproduksi dasar dari Sistem (1) 

adalah 𝑅0 = 3.0800275745. Hasil simulasinya 

adalah sebagai berikut: 

 

Gambar 2. Grafik Kompartemen Individu Anjing 

dan Manusia Terinfeksi Menuju Titik 

Kesetimbangan Endemik Saat (𝑅0 > 1) 

Pada  Gambar 2 menunjukkan bahwa  

individu pada kompartemen anjing terinfeksi 

mengalami penurunan secara drastis menuju titik 

0.383 dan stabil di titik tersebut, individu pada 

kompartemen manusia terinfeksi mengalami 

penurunan secara drastis menuju titik 0.535 dan stabil 

di titik tersebut. Untuk kondisi R0 > 1 titik 

kesetimbangan endemik bersifat spiral stabil, ini 

menunjukkan bahwa sistem belum terbebas dari 
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penyakit dan masih terdapat penyakit yang 

mendominasi populasi tersebut. 

Selanjutnya akan dilakukan simulasi numerik 

titik kesetimbangan endemik untuk 𝑅0 = 1. Jika nilai-

nilai parameter  diperbesar menjadi 𝛽𝑑𝑑 =  1, 𝜇𝑑 =

1,𝐴 = 10, 𝛿𝑑 = 𝛾𝑑 = 0.1, 𝑘𝑑 = 0.8 , sehingga 

diperoleh bilangan reproduksi dasar dari sistem (4.1) 

adalah 𝑅0 = 1. Hasil simulasinya adalah sebagai 

berikut: 

 

Gambar 3. Grafik Kompartemen Individu Anjing 

dan Manusia Terinfeksi Menuju Titik 

Kesetimbangan Endemik Saat (𝑅0 = 1) 

Pada  Gambar 3 menunjukkan bahwa  individu 

pada kompartemen anjing terinfeksi mengalami 

penurunan secara drastis menuju titik 0.03 dan stabil 

di titik tersebut, individu pada kompartemen manusia 

terinfeksi mengalami penurunan secara drastis 

menuju titik 0.03 dan stabil di titik tersebut. Untuk 

kondisi R0 = 1 titik kesetimbangan endemik bersifat 

stabil asimtotik, ini menunjukkan bahwa sistem belum 

terbebas dari penyakit dan masih terdapat penyakit 

yang mendominasi populasi tersebut. 

4. Kesimpulan dan Saran  

4.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan uraian pembahasan di atas, maka 

dapat ditarik kesimpulan sebagai berikut: 

1. Diperoleh model SEIAR penyebaran 

penyakit rabies pada manusia 

𝑑𝑆𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴 − 𝜆𝑑𝑅𝑑 − 𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − 𝜇𝑑𝑆𝑑 

𝑑𝐸𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑑𝑑𝑆𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − (𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑)𝐸𝑑 

𝑑𝐼𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛿𝑑𝐸𝑑 − 𝜇𝑑𝐼𝑑 

𝑑𝐴𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝑑𝐸𝑑 − 𝜇𝑑𝐴𝑑 

𝑑𝑅𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑘𝑑𝐸𝑑 − (𝜇𝑑+𝜆𝑑)𝑅𝑑 

𝑑𝑆ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝜆ℎ𝑅ℎ − 𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − 𝜇ℎ𝑆ℎ 

𝑑𝐸ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑) − (𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ + 𝜇ℎ)𝐸ℎ 

𝑑𝐼ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛿ℎ𝐸ℎ − 𝜇ℎ𝐼ℎ 

𝑑𝐴ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾ℎ𝐸ℎ − 𝜇ℎ𝐴ℎ 

𝑑𝑅ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑘ℎ𝐸ℎ − (𝜇ℎ+𝜆ℎ)𝑅ℎ 

2. Terdapat dua titik kesetimbangan yang 

diperoleh dari model SEIAR penyebaran 

penyakit rabies pada manusia yaitu: 

a. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

𝐸1 = (𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝐴𝑑 , 𝑅𝑑 , 𝑆ℎ , 𝐸ℎ, 𝐼ℎ , 𝐴ℎ , 𝑅ℎ)

= (
𝐴

𝜇𝑑
, 0,0,0,0,

𝐵

𝜇ℎ
, 0,0,0,0) 

b. Titik Kesetimbangan Endemik 

𝐸2 = (𝑆𝑑 , 𝐸𝑑 , 𝐼𝑑 , 𝐴𝑑 , 𝑅𝑑 , 𝑆ℎ, 𝐸ℎ , 𝐼ℎ , 𝐴ℎ , 𝑅ℎ)  

Dengan 

𝑆𝑑 =
𝜇𝑑(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑 + 𝑘𝑑 + 𝜇𝑑)

𝛽𝑑𝑑(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)
 

𝐸𝑑 =
𝜇𝑑(𝐼𝑑 + 𝐴𝑑)

(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)
 

𝐼𝑑 =
𝛿𝑑𝐸𝑑

𝜇𝑑
 

𝐴𝑑 =
𝛾𝑑𝐸𝑑

𝜇𝑑
 

𝑅𝑑 =
𝑘𝑑𝐸𝑑

(𝜇𝑑 + 𝜆𝑑)
 

𝑆ℎ =
𝐸ℎ𝜇𝑑(𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ + 𝜇ℎ)

𝛽𝑑ℎ𝐸𝑑(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)
 

𝐸ℎ =
𝛽𝑑ℎ𝑆ℎ𝐸𝑑(𝛿𝑑 + 𝛾𝑑)

𝜇𝑑(𝛿ℎ + 𝛾ℎ + 𝑘ℎ + 𝜇ℎ)
 

𝐼ℎ =
𝛿ℎ𝐸ℎ

𝜇ℎ
 

𝐴ℎ =
𝛾ℎ𝐸ℎ

𝜇ℎ
 

𝑅ℎ =
𝑘ℎ𝐸ℎ

(𝜇ℎ + 𝜆ℎ)
 

Titik kesetimbangan bebas penyakit 

akan stabil asimtotik saat 𝑅0 < 1, dengan 

𝑅0 =
𝛽𝑑𝑑𝐴(𝛿𝑑+𝛾𝑑)

𝜇𝑑
2(𝛿𝑑+𝛾𝑑+𝑘𝑑+𝜇𝑑)

 , menunjukkan bahwa 
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penyakit akan menghilang dalam jangka 

waktu tertentu. Apabila   R0 > 1 maka titik 

kesetimbangan endemik  akan stabil 

asimtotik. 

4.2    Saran 

Pada penelitian ini telah dibuat model SEIAR 

penyebaran penyakit rabies pada manusia. Model ini 

masih dapat dikembangkan lagi mengingat masih 

terdapat penyebab lain yang dapat dipertimbangkan 

seperti pengaruh migrasi. Model ini juga kiranya 

dapat digunakan untuk penyakit lainnya yang 

memenuhi asumsi model SEIAR. 
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