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ABSTRAK

Benda yang bergetar banyak dijumpai dan digunakan dalam kehidupan sehari-hari. Benda-benda
tersebut terkadang mengganggu kenyamanan dan menurunkan kualitas kerjadi benda tersebut akibat getaran yang
berlebihan. Hal yang dapat dilakukan adalah dengan meredam suatu getaran dengan memasang alat peredam.
Hal yang penting yang perlu diketahui dalam meredam getaran adalah mengetahui karakteristik suatu benda
dengan melihat solusinya. Penelitian ini bertujuan untuk mencari solusi dan kestabilan dari sistem vibrasi pada
pegas saat adanya redaman kritis (criticaldamping), redaman ringan (underdamped) dan redaman berlebihan
(overdamping) serta tanpa adanya redaman. Metode penelitian yang digunakan dalam mencari solusi sistem
vibrasi pada pegas adalah sistem persamaan diferensial dengan metode matriks. Hasil yang diperoleh dari
penelitian ini adalah analisis kestabilan sistem vibrasi dengan adanya redaman kritis dengan melihat nilai eigen
real negatif sehingga sistem bersifat Stabil. Analisis sistem vibrasi dengan adanya redaman ringan adalah analisis
kestabilan yang diperoleh, sistem memiliki nilai eigen kompleks konjugat dengan nilai —{w,, < 0 maka sistem
bersifat stabil. Solusi sistem vibrasi dengan redaman berlebihan adalah analisis kestabilan yang diperoleh dengan
sistem memiliki nilai eigen real dan berbeda tanda sehingga sistem tidak stabil. Solusi sistem vibrasi tanpa adanya
redaman analisis kestabilan yang diperoleh dengan sistem memiliki nilai eigen imajiner murni sehingga sistem
stabil secara alami.

Kata Kunci : sistem persamaan diferensial, vibrasi, pegas, redaman, dan analisis kestabilan.

ABSTRACT

Obijects that vibrate are often found and used in everyday life. These objects sometimes interfere comfort and
reduce the quality of work on these objects due to excessive vibration. The thing that can be done is to dampen a
vibration by installing a damper. The important thing to know in damping vibrations is knowing the
characteristics of an object by looking at the solution. This study aims to find solutions and stability of the
vibration system on the spring when there is critical damping, underdamped and overdamping and without
damping. The research method used in finding a solution to the vibration system on a spring is a system of
differential equations using the matrix method. The results obtained from this study are the solution of the
vibration system in the presence of critical damping is analysis the stability obtained by looking at the real
negetive eigenvalues so that the system is stable. The solution for the vibration system in the presence of
underdamped is stability analysis obtained, the system has a conjugate complex eigenvalue with a value of
—{w, < 0 then the system is stable. Solution of vibration system with overdamping is analysis the stability
obtained with the system has real eigenvalues and different signs so that unstable system. The solution for a
vibration system without damping is stability analysis obtained with the system having pure imaginary eigenvalues
so that the system is naturally stable.

Keyword : differential equations systems, vibration, spring, damping, and analysis the stability

1. Pendahuluan yang bersifat deduktif. Konsep-konsep yang ada di
Matematika merupakan ilmu pengetahuan dalam matematika bersifat terstruktur, logis dan
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sistematis dari konsep yang paling sederhana sampai
konsep yang paling kompleks (Siagian, 2016).
Matematika merupakan sumber dari ilmu yang lain,
sehingga matematika disebut sebagai ratu atau
ibunya ilmu pengetahuan. Banyak ilmu-ilmu yang
penemuan dan pengembangannya bergantung dari
matematika. Contoh, banyak teori-teori dan cabang-
cabang dari fisika dan kimia modern yang ditemukan
dan dikembangkan melalui konsep Kalkulus,

khususnya  tentang  Persamaan Differensial
(Ramdani, 2006).
Pemodelan =~ matematika  adalah suatu

pengaplikasian matematika yang digunakan untuk
mendeskripsikan suatu masalah di dunia nyata serta
mengamati berbagai pertanyaan penting yang
muncul dari pemodelan tersebut. Model matematika
yang sering digunakan yaitu model Matematika
dalam bentuk persamaan diferensial, baik itu
persamaan diferensial biasa maupun
parsial(Simanullang & Budhayanti, 2003)

Persamaan diferensial adalah persamaan
matematika untuk fungsi satu variabel atau lebih,
yang menghubungkan nilaifungsi itu sendiri dan
turunannya dalam berbagai orde (Boyce & DiPrima,
2009). Persamaan diferensial melibatkan besaran
yang berubah secara kontinu dimodelkan oleh fungsi
matematika dan laju perubahannya dinyatakan
sebagai turunan diketahui. Persamaan diferensial
merupakan dasar dalam pengembangan ilmu
pengetahuan dan teknologi (Hadi dkk., 2019).

Pegas dalam mekanika adalah sebuah
perangkat yang dapat menyerap dan melepaskan
energi bersama perubahan dalam bentuknya. Pegas
dapat dibuat dalam berbagai jenis dan ukuran dari
hampir semua bahan yang memiliki elastisitas
(kemampuan untuk mendapatkan kembali bentuk
dan ukuran setelah deformasi). Baja dan logam
lainnya adalah bahan semi yang paling banyak
digunakan sebagai pegas karena sifat elastisnya.
Elemen-elemen dari sistem getaran adalah massa
(m), pegas (k), peredam (c), dan eksitasi (F). Tiga
elemen pertama menunjukkan kondisi fisik dari
sistem (Rusianto,toto;Susastriawan, 2021).

Pada mekanika dan fisika, gerak harmonik
sederhana adalah tipe khusus gerak periodik atau
osilasi dimana gaya (F) berbanding lurus dengan
perpindahan (x) dengan arah yang berlawanan
dengan perpindahan (Aryani & Solihin, 2017).
Gerakan harmonik sederhana dapat berfungsi
sebagai model matematika untuk berbagai gerakan,

seperti osilasi pegas. Selain itu, fenomena lain dapat
didekati dengan gerakan harmonik sederhana,
termasuk gerakan pendulum/bandul dan getaran
molekul. Gerakan harmonik sederhana ditandai oleh
gerakan massa pada pegas ketikadikenakan gaya
pemulihan elastis linear yang diberikan oleh hukum
Hooke (Saraswati, 2016).

Permasalahan yang sering Kita jumpai di
bidang mekanik yaitu Sistemmekanik yang bekerja
sering kali menimbulkan suatu permasalahan yang
sulit dihindari yaitu getaran yang berlebihan.
Getaran ini apabila tidak diantisipasi maka akan
menyebabkan kegagalan fungsi pada mesin,
perasaan tidak nyaman) dan suara yang mengganggu
yang timbul dari sistem tersebut (Kurniawati, 2020).

Pada banyak hal biasanya terjadinya getaran
sangat tidak diinginkan karena getaran dapat
mengganggu kenyamanan, menimbulkan ketidak
presisian atau menurunkan kwalitas kerja mesin-
mesin perkakas. Bahkan getaran juga dapat merusak
konstruksi mesin. Untuk itu banyak upaya dilakukan
untuk meredam getaran. Meredam getaran pada
dasarnya dapat dilakukan dengan meminimalkan
gaya gaya eksitasi akan tetapi juga dapat dilakukan
dengan memasang sistem peredam (Joni Dewanto,
1999).

Getaran (Vibrasi) pada Sistem pegas

Hukum Hooke : “Jika pada sebuah pegas bekerja
sebuah gaya, maka pegas tersebut akan bertambah
panjang yang sebanding dengan gaya yang
mempengaruhi pegas tersebut”.

Hukum Hooke dituliskan dalam persamaan :
F = —kx (1)

Dengan :
F = gaya yang bekerja pada pegas (N)
k = konstanta pegas (N/m)
x = pertambahan panjang pegas (m)
Hukum Newton Dua : “Percepatan (perubahan dari
kecepatan) dari suatu benda akan sebanding dengan
resultan gaya (jumlah gaya) yang bekerja pada benda
tersebut dan berbanding terbalik dengan massa
benda”.
Secara matematis hukum newton dua dapat ditulis :

ZF=maatauZF=m% 2
Dimana :
Y. F = resultan gaya pada pegas (N)
m = massa benda (kg)

a = percepatan (m/s?)
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x = perubahan posisi benda (m)
Berdasarkan Persamaan (1) dan Persamaan (2)
diperoleh :
mi+kx =0 (3)
disebut Persamaan Vibrasi Tanpa Redaman.

Pada benda yang bergetar lama kelamaan akan
berhenti dan kembali ke posisi semula. Hal ini
disebabkan karena adanya gaya luar yang
menghambat laju benda, gaya tersebut adalah gaya
gesek atau gaya redaman. Redaman yang terjadi pada
benda mengakibatkan gaya tambahan pada benda
yaitu

F=—cvatauF = —cx 4)
dimana v merupakan kecepatan dan ¢ adalah tetapan
atau konstanta redaman.

Berdasarkan Persamaan (1), (2) dan (4)
diperoleh pesamaan berikut,

mi+cx+kx=0 (5)
Persamaan (5) disebut Persamaan Umum Vibrasi
dengan Redaman.
Terdapat tiga jenis redaman (damping) yang dialami
oleh benda yang berosilasi antara lain :
Redaman Kkritis (critical damped)

Redaman kritis adalah redaman yang terjadi
ketika benda akan menuju ke titik kesetimbangannya
dengan cepat tanpa melakukan gerak osilasi.

Persamaan (5) merupakan persamaan linear
homogen orde yang dapat diselesaikan dengan cara
berikut.

mi+cx+kx=0
Misal dugaan solusi :
x = et
x = et
¥ = 12elt
Subtitusi dugaan solusi ke Persamaan (5) maka
diperoleh
mA%et + cre? + ke =0
Karena e*t 0, maka diperoleh
mA2+cl+k=0 (6)
Jadi solusi dari persamaan karakteristiknya :

(—ci\/ cz—4km)

/11,2 = om @)
Perhatikan nilai diskriminan atau persamaan berikut
c?2—4km =0 (8)

maka sistem disebut teredam Kkritis.

Berdasarkan Persamaan (8) maka diperoleh
nilai ¢ yang besarnya 2vkm yang disebut koefisien
redaman kritis atau dapat ditulis dengan persamaan
berikut

C, = 2\km (9)

Selain itu, dalam sistem redaman juga dikenal istilah
damping ratio (faktor redaman), atau {(zeta).
Damping ratio adalah perbandingan koefisien
redaman terhadap koefisien redaman kritis. Secara
sistematis, damping ratio dapat ditulis,

{=¢ (10)

Pada sistem teredam kritis, karena ¢ = C., maka nilai
{=1.

Redaman ringan (underdamped)

Redaman ringan adalah suatu jenis redaman
yang mana benda akan menuju ke titik
kesetimbangannya pada saat benda berhenti
berosilasi. Benda yang mengalami gaya hambatan
akan sedikit demi sedikit akan menuju ke titik
diamnya disaat energi dalam melakukan gerak osilasi
telah diserap oleh gaya hambat tersebut.

Sama halnya dengan redaman kritis, pada redaman
ringan terjadi jika persamaan diskrimananya adalah

c? < 4km (11)

Redaman berlebihan (overdamping

Redaman berlebihan (overdamping) adalah
redaman yang memiliki konsep dasar yang sama
dengan redaman ringan, namun yang membedakan
pada redaman kuat benda sejatinya tidak akan pernah
menuju ke titik kesetimbangannya, melainkan hanya
mendekati saja. Redaman berlebihan terjadi jika :

c? > 4km (12)

Titik Equilibrium (Titik Kesetimbangan)

Titik kesetimbangan merupakan titik yang

tidak berubah terhadap waktu. Artinya pada saat t =
1,2, ...,n, nilai titik tersebut akan tetap dan tidak
berubah.
Definisi 1 : Diberikan suatu persamaan diferensial
orde satu x = f(x), yang mempunyai solusi, dengan
kondisi awal x(0) = x,. Suatu vektor x yang
memenuhi f (%) = 0 disebut titik equilibrium (Juliah,
2015).

Pada bagian kedua dijelaskan tentang metode
penelitian solusi persamaan diferensial dengan
menggunakan sistem persamaan diferensial pada
sistem vibrasi, selanjutnya pada bagian ketiga
membahas hasil penelitian terkait solusi sistem vibrasi
dan menganalisis sistem kestabilannya. Pada bagian
keempat membahas kesimpulan dan saran
berdasarkan hasil dan pembahasan pada bagian ketiga.

2.  Metode
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Penelitian ini dilaksanakan dari bulan Mei 2023
sampai bulan Juli 2023 bertempat di Laboratorium
Penelitian Jurusan Matematika Fakultas Matematika
dan Illmu Pengetahuan Alam Universitas Halu Oleo
Kendari.

Metode penelitian yang dipakai dalam penelitian
ini yaitu metode studi pustaka, literatur tentang Sistem
Vibrasi pada Pegas. Adapun langkah-langkah dalam
penelitian ini yaitu:

1.  Mengkaji Sistem Vibrasi pada pegas dengan
redaman dan tanpa redaman

2. Memberikan asumsi-asumsi awal sistem Vibrasi
pegas

3. Menjabarkan model matematika Sistem Vibrasi
pada Pegas.

4. Menganalisis model model matematika Sistem
Vibrasi pada Pegas, dengan menentukan solusi
dan titik ekuilibrium pada model serta
menganalisis kestabilan pada titik ekuilibrium
dari nilai eigen.

3. Hasil dan Pembahasan
3.1 Sistem Vibrasi dengan Redaman

Asumsi yang digunakan pada sistem vibrasi
dengan redaman pegas yang disusun secara vertikal
dengan ujung pegas diberikan balok (benda) bermassa
m dan terdapat gaya F yang menekan benda kebawah
serta terdapat gaya hambatan dengan koefisien
hambatan ¢ yang aranya berlawanan dengan arah
massa m. sistem ini dapat dilihat pada gambar berikut.

f
A4

m

Xy

Gambar 1 Sistem Pegas Vertikal engan Redaman

Model matematika sistem vibrasi dengan redaman
adalah sebagai berikut.
mi+cx+kx=0

3.1.1 Solusi Sistem Vibrasi teredam Kritis
Persamaan sistem vibrasi dengan redaman
adalah persamaan diferensial linear homogen orde
dua. Persamaan tersebut dapat diubah menjadi
persamaan diferensial linear homogen orde satu

dengan menggunakan sistem persamaan diferensial
dengan metode matriks.

Langkah awal mencari solusi sistem
persamaan diferensial dengan metode matriks yaitu
mendefinisikan variabel baru

y=x (13)
Sehingga diperoleh ¥ = y. Lalu langkah selanjutnya
subtitusi ¥ = y pada Persamaan (4.1) maka diperoleh,

. k
y=——x——y (14)
Sistem persamaan diferensial yaitu :
X=y
. k
y=——x——y (15)
) x -
Misalkan z = (y) maka Persamaan (15) dapat ditulis

kedalam bentuk matriks berikut.

z=Az = (_Oﬁ _1£> (;C,) (16)

m m

0 1
dengan koefisien A = (_5 c) ()]

Persamaan karakteristiknya dapat diperoleh dengan
menggunakan persamaan berikut,

det(A—2I) = 0 (18)
-2 1
-k s

B4ii+l=0 (19)

Berdasarkan Persamaan karakteristik (19) diperoleh
nilai eigen :
_ —ct+Vc?-4km
g =—F— (20)
Karena sistem teredam kritis maka c¢? — 4km = 0,
nilai karakteristik menjadi,
[

/11 = /12 = - (21)

2m
Pada sistem teredam kritis, beberapa hal yang perlu
diketahui adalah
c=C}=%me(=§=1dmwn=J%
Sehingga,

— 3= —n (22)
——= 2w, (23)
Persamaan (21) dapat ditulis dalam bentuk berikut,
M=k=—=—wy

Vektor eigen dapat diperoleh dengan menggunakan
persamaan berikut:

A-1MmDhv=0 (24)
Persamaan (24) dapat ditulis dalam bentuk matriks
berikut
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% -0 Sle-0

(e -2a)- (o )]G =0

(L )G =0 @

Untuk mencari solusi Persamaan (25) dapat
menggunakan operasi baris elementer berikut,
1 1
w,, 1 o%,l1 — o
w.
—w2 —wn 0 n

—w? —wn 0

ba+b1(wd) |1 i 0
wn
0 0 O

Maka diperoleh :

vl + mi vz = 0
n

Uy = —wyVy

1
o) @
Misal u adalah vektor yang kedua maka berdasarkan
kasus 3 (nilai eigen berulang) diperoleh persamaan :
A-MDu=v (27)
Persamaan (4.16) dapat ditulis dalam bentuk matriks

berikut
(& )6 =() @

Untuk mencari solusi Persamaan (28) dapat dilihat
pada baris pertama.
Maka diperoleh :
U, +u, =1
U, =1—-uww,
Misal u; = s, makau, = 1 — w,s, maka

==+ (L)

Pilih s = 0, maka u = (‘1)) (29)

Solusi Sistem persamaan diferensial :
r(t) = vehd

0=( e

s(t) = vte? + uett

s(t) = [(_Zn) t+ ((1))] e~wnt

Sehingga solusi umum Persamaan Vibrasi Teredam
Kritis adalah
z(t) = C;r(t) + C,s(t)
20 =6 ( ! )e—wnt+c2[( ! )e+
—wy

—wy,

(‘1’)] e—ont (30)

Ambil v; = 1, vektor eigen: v = (

dengan C; dan C, adalah konstanta-konstanta
sebarang.

3.1.2 Solusi Sistem Vibrasi teredam ringan

(Underdamped)

Sama halnya dengan sistem teredam Kkritis,
solusi sistem teredam ringan juga menggunakan
persamaan karakteristik yang sama.

Berdasarkan Persamaan karakteristik (19)
diperoleh nilai eigen :

Karena sistem teredam ringan maka c? < 4km,
maka Persamaan (19) menjadi,

Ay = — S 4 jtmec? (31)
, 2m 2m

Persamaan (20) ekuivalen dengan persamaan berikut.
/11,2 =—(w, iwn\/ 1- ZZ (32)
Jika wp+/1 — (% = w,4 (frekuensi alami teredam)
maka Persamaan (21) dapat ditulis,
/11,2 = —(wp T iwng (33)
Karena nilai eigen berupa kompleks konjugat maka
ambil salah satu nilai eigen untuk mencari vektor
eigen yang bersesuaian. Ambil 4; = —(w, + iwpy
Vektor eigen dapat diperoleh dengan menggunakan
persamaan berikut:
Aa-mnDv=o0 (34)
Persamaan (34) dapat ditulis dalam bentuk matriks
berikut

Z n — Wy 1 1
( w_(wnl)a; ’ —{w, — iwnd) (Zz) - (8) (35)

Untuk mencari solusi Persamaan (35) dapat
menggunakan operasi baris elementer berikut,

(wn — Wng 1 0 blx(‘l’n— lwng
—(wy,)? —{w, — iwyg O
1
1 ———— 0] b2+ (wn)?by
{wn - lwnd ——
_(wn)z _q(‘)n - i(‘)nd 0
_r Swn—iwpg
1 {wn— iwng 0 bzx—c’zw%—m%dﬂu%
0 —(Zw%—wrzld+a)-,21 0
(wn— iwng
1 1
an - iwnd
0 1 0
Maka diperoleh :
1
N ot 2= 0
v, = _(((’)n - i(‘)nd) 41
maka v = ( L ) v
T \—Cw, +iwpg/ !
Ambil v, =1,
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o) (36)

_(wn + iwnd
Solusi Sistem persamaan diferensial :
z(t) = ve1®

vektor eigen:v = (

1 .
— (—Cwn+ iwpg)t
z(6) <—an + iwnd) e
Z(t) — ( 1 )e—g'wntei(undt
—{wy, + iwng
1
— —{wnt
z(t) (_an N iwnd) e (cos(wpgt) +
isin(wpgt)
z(t) =
oSt ( cos( wpqgt) )
_{wn COS( wndt) — Wngq Sin(wndt)
io—Cwnt Sin(wndt) )
te (wnd cos( Wpgt)—{wy, sin(wygt) (36)

Sehingga solusi persamaan diferensial sistem vibrasi
redaman ringan sebagai berikut.
r(t) = Re(2)
cos( wpat)
N <_an Cos(wndt) — Wngq Sin(wndt)
s(t) = im(2)
_ ( sin(wpgt) )e—{wnt
Wna COS( Wna t)_zwn Sin(wndt)
Solusi umum Sistem Persamaan Diferensial Sistem
Vibrasi Redaman Ringan :

) e—(wnt

z(t) =
cos( wpgt) ) ot
G <_(wn COS( wndt) — Wngq Sin(wndt) ¢ *
sin(wpqt) ) —Cwnt
2 (wnd COS( Wna t)_(wn Sin(wndt) ¢ (37)

dengan C, dan C, adalah konstanta-konstanta real.

3.1.3 Solusi Sistem Vibrasi Teredam Berlebihan
(overdamping)
Sistem vibrasi teredam berlebihan memiliki
persamaan Kkarakteristik yang sama sehingga
Persamaan (19) diperoleh nilai eigen :

F— —ctyc2-4km
1,2 2m

Karena sistem teredam berlebihan maka c? > 4km,
maka Persamaan (19) menjadi,

4km—c?

Persamaan (38) ekuivalen dengan persamaan berikut.
11,2 =—(w, Wnp A/ 1- Zz (39)
Jika w,+/1—7%2 = w,, (frekuensi alami teredam)

maka Persamaan (39) dapat ditulis,
Ay =—Cw, £ wpg (40)

Karena nilai eigen berupa nilai real berbeda. Misal v
vektor eigen yang bersesuaian dengan A, dapat
diperoleh,
untuk 4 = —Cw, + wyg (41)
Vektor eigen dapat diperoleh dengan menggunakan
persamaan berikut:

A-MDv=0 (42)
Persamaan (42) dapat ditulis dalam bentuk matriks
berikut

( n — Wn 1 1
( w_(wn()uz ‘ —((Un - wnd) (Zz) - (8) (43)

Untuk mencari solusi Persamaan (4.33) dapat

menggunakan operasi baris elementer berikut,
1

{wp — Wpg 1 0 ble‘ﬂn— Wngd
_(wn)z —(wp — Wpg 0
1
1 ((,()—(1) 0| b2+(wn)?by
n — Wnd >
_(wn)z _qa)n — Wng 0
1
( n— n

! (wy — Wpq 0 bzx_(z“(’%_w(gtdiwle
0 —wh — whg + W], 0

(wn — Wnqg
1 ! 0

C(Dn Wna

0 1 0
Maka diperoleh :
Ul + {eon— tmg Uz = 0
vy = —((wp, — wpg) V4
maka v = ( 1 )

- _an + Wng 1
Ambil v, = 1,

. 1
vektor eigen: v = ( ) 44

g _an + Wna ( )
Untuk A, = —(w, — wpg (45)

u
Misal uz(u;) adalah vektor yang bersesuaian

dengan A,, maka Persamaan (42) dapat ditulis dalam
bentuk matriks berikut

(o + wy 1 1
(Tt s ) ()= Q) 9

Untuk mencari solusi Persamaan (46) dapat
menggunakan operasi baris elementer berikut,

|(wn + Wna 1 0| " Cont wma
—(w,)? —(wn + Wpg 0
1
1 —— 0] b2+ (wn)?b
(wn + wnd %
—(w)? —{wn+ wng 0
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1
(wn+ wng
Gont wng | P kot e
0 —Pwi + why + wi 0
Z(’Jn + Wnd
1
zwn + Wnd
0 1 0
Maka diperoleh :
1
U + (an+ wnd)uz =0
U, = _(an + wnd) Uy
maka u = < 1 )u
_(wn — Wnpgq z
Ambil u, =1,
. 1
vektor eigen: u = ( ) 47
g _an — Wnpq ( )

Solusi Sistem persamaan diferensial :
r(t) = vead)

1
r(t) = ( )e(_{wn"' (‘Jnd)tfL
( ) _Za)n + Wng
s(t) = ued
= o)
s(t) = e(_fwn_ wnd)t
( ) <_§wn — Wnpg

Solusi umum Sistem Persamaan Diferensial Sistem
Vibrasi Redaman Berlebihan :

1
z(t) =C ( )e(‘(‘”n"'wnd)t.}.
® N\—Cw, + wpg
1
c ( )e(—zwn—wnd)t 48
2\—{w, — wpg (48)

dengan C, dan C, adalah konstanta-konstanta real.

3.2 Sistem Vibrasi tanpa Redaman

Asumsi yang digunakan pada sistem vibrasi
tanpa redaman adalah suatu pengas yang disusun
secara vertikal dengan ujung pegas diberikan balok
(benda) bermassa m dan terdapat gaya F yang
menekan benda kebawah. Sistem ini dapat dilihat
pada gambar berikut.

x(t)

W4

K

Gambar 1 Sistem Pegas Vertikal tanpa
Redaman

Berdasarkan Persamaan (3) Persamaan Vibrasi Tanpa
Redaman adalah

mi+kx=0
Solusi Sistem Vibrasi tanpa Redaman

Persamaan (3) adalah persamaan diferensial
linear homogen orde dua. Persamaan tersebut dapat
diubah menjadi persamaan diferensial linear homogen
orde satu dengan menggunakan sistem persamaan
diferensial dengan metode matriks.

Langkah awal mencari solusi sistem
persamaan diferensial dengan metode matriks yaitu
mendefinisikan variabel baru,

y=x (49)
sehingga diperoleh ¥ = y. Lalu langkah selanjutnya
subtitusi ¥ = y pada Persamaan (3) maka diperoleh,

. k

y=-—x (50)
Dari Persamaan (49) dan (50),maka diperoleh sistem
Sistem persamaan diferensial sebagai berikut,

xX=y
b — _k
y=-—x (51)
Misalkan z = (;) maka Persamaan (51) dapat ditulis
kedalam bentuk matriks berikut.
, 0 1\ ,x
z=Az = (_5 0) (y) (52)
m
0 1
Dengan 4 = (_ k 0), maka persamaan
m
karakteristiknya adalah :
det(A—AI)= 0
-1 1
k =
—_ = 0
m
24k _
A+—=0 (53)

Berdasarkan Persamaan karakteristiknya diperoleh
nilai eigen :

k.
A =1\E=lwn
(54)
/12 =_l\g=_l(l)n

Karena nilai eigen yang diperoleh adalah bilangan
kompleks maka untuk menentukan vektor eigen yang
bersesuaian, cukup memilih salah satu nilai eigen
yang diperoleh.

Misal vektor eigen yang dicari v = (2) dan Ambil

nilai eigen A; =iw,, maka vektor eigen dapat
diperoleh dengan menggunakan persamaan berikut:
A-1Dv=0

Persamaan diatas dapat ditulis dalam bentuk matriks
berikut
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(T )G =) (55)

Untuk mencari solusi Persamaan (55) dapat
menggunakan operasi baris elementer berikut,

|—iwn 10"y 1 o= 0
—w} —iw, 0 -w?: —iw, 0
by+(—wi)by |1 _1 0‘
—_— —ilwn

0 0 0
Maka diperoleh :
v+ . v, =0
Uy, = lwyVy
Maka v = ( . )vz

L n
Ambil v, =1,

1
vektor eigen: v = ( ) (56)
lw,

Solusi Sistem persamaan diferensial :
z(t) = veht)
1 .
— (iwp)t
2(t) (l.w )e n

n
1
z(t) = (iw ) (cosw, t +isinw,t)
_ coswy t .( sinw,t
z(t) = (—wn sin w, t) ti (wn COS Wy, t) (57)
Sehingga solusi persamaan diferensial sistem vibrasi
tanpa redaman dengan mengambil sebagai berikut.

_ _ [ coswpt
u(t) = Re(z) = (—wn sin wy, t)

. _( sinw,t
v(t) = im(2) = (wn COS Wy, t)
Solusi umum sistem persamaan diferensial sistem
vibrasi tanpa redaman :
_ coswy t sinw, t
z(t) =G (—wn sin w, t) + G (a)n COS Wy, t) (58)
Dengan C, dan C, adalah konstanta-konstanta real.

n

3.3 Analisis Kestabilan  disekitar  Titik
Ekuilibrium
Langka awal yang dilakukan untuk melihat
kestabilan model adalah mencari titik ekuilibrium dari
model. Selanjutnya, menentukan nilai eigennya. Lalu,
langkah terakhir melihat stabil atau tidaknya model
tersebut di sekitar titik ekuilibrium dengan

menggunakan nilai eigen yang telah diperoleh.

Model sistem Persamaan diferensial vibrasi tanpa
redaman (51) adalah
x=y
. k
y==-n"*
Sistem Teredam Kiritis (Critical Damping)
Titik ekuilibrium dari sistem Persamaan (5) dapat
diperoleh dengan menggunakan definisi titik
ekuilibrium sehingga persamaan tersebut menjadi,
y=0

_ %x -0 (59)
Berdasarkan Persamaan (4.47) maka diperoleh titik
ekuilibrium sisitem persamaan vibrasi dengan
redaman kritis adalah

(x,y) = (0,0 (60)
Analisis kestabilan sistem disekitar titik ekuilibrium
(x,y) = (0,0), dapat kita perhatikan nilai eigen
sistem vibrasi teredam kritis pada Persamaan (21)
yaitu :

Cc

Al=/12=—ﬁ=—wn
yang memiliki nilai eigen real negatif sehingga semua
phase portrait bergerak mendekati titik ekuilibrium.
Titik ekuilibrium pada kasus ini disebut stable node
point. Jadi, Model sistem teredam kritis stabil

disekitar titik ekuilibrium.

Sistem Teredam Ringan (Underdamped)

Dengan cara yang sama pada sistem teredam
kritis maka titik ekuilibrium sistem teredam ringan
adalah

(x,y) = (0,0)

Analisis  kestabilan sistem disekitar titik
ekuilibrium (x,y) = (0,0), dapat kita perhatikan nilai
eigen pada Persamaan (33) yaitu

/11,2 =—(w, t FONRY 1- (2

yang memiliki nilai eigen kompleks konjugat
sehingga trayektorinya berbentuk spiral dan phase
portraitnya mengelilingi titik ekuilibrium. Perhatikan
nilai —{w, < 0 maka phase portraitnya menuju titik
ekuilibrium dan disebut stable spiral point.

Sistem Teredam Berlebihan (Overdamping)
Dengan cara yang sama pada sistem teredam

Model sistem persamaan diferensial vibrasi dengan kritis maka titik ekuilibrium sistem teredam
redaman (15) adalah berlebihan adalah

x=y (x,y) = (0,0)

. k c

Yy==3*"m7
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Analisis  kestabilan sistem disekitar titik
ekuilibrium (x,y) = (0,0), dapat kita perhatikan nilai
eigen pada Persamaan (40) yaitu :

Az =—(wy + wyg
yang memiliki nilai eigen real dan berbeda tanda
sehingga phase portrait bergerak menuju ke titik
ekuilibrium sepanjang salah satu sumbu dan menjauhi
titik ekuilibrium ke tak hingga sepanjang sumbu
lainnya. Titik ekuilibrium pada kasus ini disebut
saddle point atau tidak stabil.

Sistem Vibrasi Tanpa Redaman
Titik ekuilibrium dari sistem Persamaan (51)
dapat diperoleh dengan menggunakan definisi
ekuilibrium sehingga persamaan tersebut menjadi,
y=0
—%x =0 (61)
Berdasarkan Persamaan (4.51) maka diperoleh
titik ekuilibrium sisitem persamaan vibrasi tanpa
redaman adalah
(x,y) = (0,0) (62)
untuk menganalisis kestabilan sistem disekitar
titik ekuilibrium (x, y) = (0,0), dapat kita perhatikan
nilai eigen pada Persamaan (4.9) yaitu
A =iw,
Ay = —iwy,
yang memiliki nilai eigen imajiner murni
sehingga semua phase portraitnya mengelilingi dan
menutupi titik ekuilibrium. Titik ekuilibrium pada
kasus ini disebut center point dan model persamaan
merupakan osilator stabil secara alami.

4. Kesimpulan dan Saran

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada bagian
3, maka dapat ditarik kesimpulan Adapun kesimpulan
yang diperoleh dari penelitian ini adalah sebagai
berikut.
1. Solusi umum sistem vibrasi dengan redaman
kritis (criticaldamping) adalah :

20 =, (_in) g-ont

el L )re @

dengan C,,C, adalah kontanta-konstanta real
sebarang.

2. Solusi umum sistem vibrasi dengan redaman
ringan (underdamped) adalah :

z(t)
—c ( cos( wpat)
-t _an Cos(wndt) — Wnpq Sin(wndt)
+c, ( sin(wpqt) . )e—iwnt
Wna COS( Wna t)_(wn Sln(wndt)
dengan C;,C, adalah kontanta-konstanta real
sebarang.

) e—{wnt

3. Solusi umum sistem vibrasi dengan redaman

berlebihan (overdamping) adalah:

z(t)

1
B Cl <_(wn + Wna
+G

1
_qwn — Wnpq

dengan C;,C, adalah kontanta-konstanta real

sebarang.

) o (~Som+ W)t

) e (—Swn— wnalt

4. Solusi umum sistem vibrasi tanpa redaman

adalah :

_ cos wy t sinw, t
2(t) = G (—a)n sin w,, t) + (2 (a)n CoS wy, t)

dengan C;,C, adalah kontanta-konstanta real
sebarang.

5. Analisis kestabilan disekitar titik ekuilibrium

pada sistem vibrasi diperoleh bahwa :

a. Sistem vibrasi dengan redaman Kkritis (
critical damping) memiliki nilai eigen
Ay =2y = =5~ = —w,, merupakan nilai
eigen real negatif sehingga semua phase
portrait  bergerak  mendekati titik
ekuilibrium (stable node point). Jadi,
Model sistem teredam kritis stabil disekitar
titik ekuilibrium.

b. Sistem vibrasi dengan redaman ringan (
underdamped) memiliki nilai eigen A, , =

—{wy, * iwy/1— 7%, merupakan nilai
eigen kompleks konjugat sehingga semua
phase portrait bergerak mengelilingi titik
ekuilibrium ( stable spiral point.) dan
—{w, < 0 maka phase potrait menuju titik
ekuilibrium. Jadi, Model sistem teredam
ringan stabil disekitar titik ekuilibrium.

¢. Sistem vibrasi dengan redaman berlebihan
(overdamping) memiliki nilai eigen A, , =
—{w, + w4, merupakan nilai eigen real
dan berbeda tanda sehingga phase potrait
ada yang menuju dan menjauhi titik
ekuilibrium. Jadi, model sistem teredam
berlebihan tidak stabil disekitar titik
ekuilibrium.
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d. Sistem vibrasi tanpa redaman memiliki
nilai eigen A; =iw, dan A, = —iw,,
merupakan nilai eigen imaginer murni
sehingga phase potrait mengelilingi dan
menutupi titik ekuilibrium. Jadi, model
sistem tanpa redaman stabil secara alami.

Adapun saran yang penulis berikan untuk
peneliti selanjutnya yaitu membuat model sistem
vibrasi lebih kompleks contohnya dengan menambah
beban massa ataupun memasukan gaya luar pada
sistem serta parameter-parameter lainnya dengan
menggunakan Sistem persamaan diferensial.
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